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很少有定量投资理论能像投资组合理论一样被广为流传

和引起广泛争议。投资组合理论主要研究人们在预期收入受

到多种不确定因素影响的情况下如何进行分散化投资来规避

投资中的系统性风险和非系统性风险，以实现投资收益的最

大化。马可维茨的均值原方差组合模型开创了现代投资理论

研究的先河，为利用风险和收益分析进行投资选择提供了理

论基础。其主要假设有：第一，市场上所有投资者均为风险规

避者，即在既定收益下偏好风险较小的组合；第二，所有资产

的预期收益、方差以及它们之间的协方差已知；第三，投资者

只要利用各资产的收益、方差以及协方差就可以求出最优组

合；第四，市场无摩擦，即没有交易成本和税收。当以上假设条

件得到满足时，可以严格求出最优投资组合边界。但由于实际

中各资产的收益、方差以及协方差都是未知的，只能利用历史

数据进行预测，因而可能导致求出错误的最优组合边界。

一、两种资产的配置

首先考察两种风险资产的最优组合问题。假设有资产 1

和资产 2，其期望收益分别为 E（R1）、E（R2），方差分别为 滓1、

滓圆，在组合中的权重为 w1、w圆，籽1，圆为两资产收益的相关系

数。于是，组合的期望收益为：

E（Rp）=w1·E（R1）+w2·E（R2） （1）

组合收益的方差为：

= + +2w1w圆籽1，圆滓1滓圆 （2）

另外有：

w1+w圆=1 （3）

由于-1臆籽1，圆臆1，所以方程（2）正定。将方程（2）对 w1求

导解出“w1=（ -籽1，圆滓1滓圆）/（ + -2籽1，圆滓1滓圆）”时，组合

收益的方差有最小值，此时对应收益为 E（Rp），假如 滓1=滓圆，

则 w1=w圆=0.5，E（Rp）=1/2［E（R1）+E（R2）］。由方程（1）和方

程（3）可以得出，组合的期望收益与 w1（或 w2）呈线性关系，

且两种资产的情况比较特殊，当两种成分资产的预期收益不

同时，既定收益下组合有唯一的权重，因而不存在等收益时的

最小方差优化问题，当然，理性的投资者不会选择收益小于 E

（Rp）的组合。如果两种成分资产的预期收益相同，则方程（1）

和方程（3）等价，于是只能获得唯一收益。另外，从方程（2）也

可以看出，在 0臆w1，w圆臆1时（即不允许卖空时），两种资产

的相关系数越小，组合分散风险的效果越好，而允许卖空时，

卖空情况下的风险分散能力减弱。

二、多种资产的配置

下文考察资产数量多于两种的情况。此时，对应一定收益

的资产权重将不再固定，不同权重组合收益的方差也会随之

变化。与两种资产配置类似，多种资产配置同样由以下三个方

程决定。

组合的期望收益为：

E（Rp）= wiE（Ri） （4）

组合收益的方差为：

= wiwj籽i，j滓i滓j （5）

另外有：

wi=1 （6）

这是一个约束条件下的二次规划问题，当允许卖空、权重

可以小于 0或大于 1时，可以运用拉格朗日乘数法求解各既

定收益下的最小方差。本文拟采用二次规划的广义逆矩阵方

法对最优解进行分析。设 A沂Rm伊n，A+为 A的广义逆矩阵，

则 A+满足 perrose 条件：淤AA+A=A；于A+AA+=A+；

盂AA+=（AA+）T；榆A+A=（A+A）T。如果 A是行满秩矩阵，则

A+=AT（AAT）-1；如果 A是列满秩矩阵，则 A+=（ATA）-1A。

引理 1：设线性方程组 Ax=b有解，则其解可表示为：x=

A+b+H孜。这里，H是 A的投影阵，即 A沂Rm伊n若为行满秩，

则 H=I-AT（AAT）-1A，孜沂Rn为任意向量。于是资产数量大

于 2且允许卖空时，既定收益下最优组合问题表述为：

（7）

这里，G为各资产的协方差矩阵，因而 G正定，且棕=［棕1

…棕n］T，A= ，可知，当资产数量大于 2且各

资产收益不同时，矩阵 A为行满秩，b=［E（Rp）1］T。设 为满
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【摘要】本文从数学角度出发，分析了现代投资学中的投资组合理论。主要内容包括用广义逆矩阵方法对最优组合进

行求解，以及给出投资组合两个重要特征的证明，即有效组合的组合仍然有效以及 CAPM定价公式的推导。
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足条件的一个容许解，令 棕= +x，于是方程（7）的等价问题

为：

（8）

由于 A沂Rm伊n为行满秩（秩为 2），故 A=RP，Pm伊n的行

向量组为标准正交向量组，P伊PT=Im伊m，Rm伊m为下三角阵，

P、R可通过施密特正交化等方法求出。

P=

其中，ej= ， ei=0， =1。

于是，Ax=0的充要条件是 Px=0。根据引理 1得：x=（I-

PTP）y，y沂Rn为任意向量。于是上述问题转化为如下等价的

无约束二次规划问题：

min（ ）=min［yT（I-PTP）TG（I-PTP）y+2yT（I-PTP）T

Gw］ （9）

可以证明，一般情况下组合中各资产收益不完全相关情

况出现时，该问题有唯一最优解。

资产的最优组合有一个重要性质，即如果 Wa=［棕a1…

棕an］T，Wb=［棕b1…棕bn］T分别为组合收益为 E（Ra）、E（Rb）时

的最优组合，那么其线性组合 Wc=姿aWa+姿bWb 是收益为

E（Rc）=姿aE（Ra）+姿bE（Rb）时的最优组合，其中：姿a+姿b=1。下

面对其进行简要说明。首先有条件：AWa=ba，AWb=bb，由于

E（Ra）屹E（Rb），于是 ba、bb 线性无关，所以 Wa、Wb 线性无

关。利用前文得出的结论，Wa=棕a+xa，Wb=棕b+xb，可知 棕a、棕b

满足约束条件，因而 棕c=姿a棕a+姿b棕b。设 E（Rc）=姿aE（Ra）+姿bE

（Rb）时的最优组合为 W'，则 =棕c+xc。我们只需要证明：

xc=姿axa+姿bxb。进一步由于 x=（I-PTP）y，问题又转化为证明：

yc=姿aya+姿byb。令（I-PTP）=C，方程（9）可以写成 min（ ）=

min（yTCTGCy+2yTCTG ）。

因为 ya、yb为最优组合，且 GT=G，所以

=0=2CTGCya+2CTG棕a；对 yb，

同理有：2CTGCyb+2CTG棕b=0。将上述两式分别乘以 姿a、姿b

再相加可得：CTGC（姿aya+姿byb）+CTG棕c=0，对比 yc为最优

组合的一阶条件， =2CTGCyc+

2CTG棕c=0，且最优组合唯一，可知：yc=姿aya+姿byb，命题得证。

该命题也可以通过几何方法直观地看到，即最优组合是一系

列关于同一中心点对称的等标准差椭圆和一簇等收益平行线

的切点，因而它是一条直线，直线上任意两点的线性组合可以

合成直线上任意一点。资产最优组合的上述特征说明，在可卖

空的条件下，只要求得任意两个最优组合，就可以通过它们的

线性组合求出整个最优边界。其重要意义除提供了一种求得

最优组合的简便方法之外，还说明如果每一个投资者均持有

有效组合，他们的合并组合也必定为有效组合。从这个意义上

说，这一特征导出了 CAPM（资本资产定价模型）理论的主要

结论。除上述特征外，资产组合理论还可以推导出 CAPM的

定价公式，即任取一有效组合M，任意股票 i的收益率和其茁

系数之间都存在确定的线性关系。其中：茁i= 。为

证明这一结论，我们可以用股票 i与有效组合M进行组合，

组合的期望收益 E（Rp）=wiE（Ri）+（1-wi）E（RM），组合收益

的方差 = E（Ri）+（1 -wi）2E（RM）+2wi（1 -wi）Cov

（Ri，RM）。当 wi=0时，有 E（Rp）=E（RM），且此时 =

，若上式不成立，则可通过股票 i与组合M构建出比

M点更优的组合，与M定义不符。令 = ，

Z 为收益坐标轴上的一点。而 = ，

=E（Ri）-E（RM）， = = ［-2 +

2Cov（Ri，RM）］=-（滓M+滓M茁i）。综上可得：茁i= 。

当 Z为无风险利率Rf时，就是 CAPM中的证券市场线，由于

市场组合是有效的，单只股票的 茁系数与收益率之间存在简

单的线性关系。

三、结语

以上从数学角度对投资组合理论进行了浅析，由此进一

步可推出 CAPM、因素模型等理论，因而投资组合理论被称

为现代投资理论的基石，投资组合理论提供了分析和解决问

题的一条重要途径。但应该看到的是，其假设条件比较苛刻，

近几十年来无数学者都在放松假定的方面进行研究。例如，如

果市场不允许卖空，则有效组合未必有效，因为不允许卖空

时，不同既定收益下最优组合包含的资产种类很可能是不同

的，这意味着当我们把投资者持有的有效组合合并到一起时，

加总的市场指数不再有效。再比如，马可维茨证券组合投资模

型并没有考虑证券组合投资过程中的交易费用，实际上，交易

费用是投资管理中不可忽视的因素。在组合投资过程中，忽略

交易费用会导致非有效的证券组合投资决策。

综上所述，西方证券投资理论还在不断更新与发展中，我

国在引进其先进理念的同时也要注意创新以及结合本土市场

进行研究。尤其是在我国目前市场摩擦较大、投资者比较盲

目、市场约束较大、信息传递效率较低的情况下，更需要进行

深入研究。
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